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1. Определение многочлена.

В школьной алгебре одночленом от некоторой буквы x называется алгебраическое выражение вида 
[image: image1.wmf]m
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, где a - некоторое число, x - буква, m - целое неотрицательное число. Одночлен 
[image: image2.wmf]ax
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 отождествляется с числом a, так что числа рассматриваются как одночлены. Далее, одночлены называются подобными, если показатели при букве x одинаковы. Подобные одночлены складываются по правилу 
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, называемому приведением подобных членов. Многочленом или полиномом называется алгебраическая сумма одночленов. В полиноме порядок слагаемых безразличен, и подобные одночлены можно соединить, согласно приведению подобных членов. Поэтому любой полином можно записать в канонической форме 
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, с расположением членов в порядке убывания показателей. Иногда оказывается удобным записывать члены полинома в порядке возрастания показателей.

Буква x обычно обозначает произвольное число. Иногда x считают переменной, тогда полином задает функцию от x, называемую целой рациональной функцией.

Два полинома называются формально равными, если они, в канонической записи, составлены из одинаковых одночленов. Ясно, что формально равные полиномы равны тождественно, т.е. принимают одинаковые значения при каждом значении буквы x. Обратное утверждение, вообще говоря, неверно.

Наша задача сейчас состоит в том, чтобы несколько расширить понятие полинома. Пусть K - некоторое коммутативное ассоциативное кольцо с единицей, и пусть x - буква, посторонняя для кольца K. Одночленом от буквы x с коэффициентом из K называется выражение 
[image: image5.wmf]ax
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, где 
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, m - целое неотрицательное число. Считается, что 
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, так что элементы кольца K являются одночленами частного вида. Выражение 
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 рассматривается как формальная запись. Для одночленов естественным образом определяются действие приведения подобных членов 
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 и действия умножения 
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. Формальное выражение, состоящее из нескольких одночленов, соединенных знаком +, называется многочленом или полиномом от x с коэффициентами из K. Предполагается, что порядок следования одночленов безразличен, подобные одночлены можно соединять, а также вставлять и выбрасывать одночлены с нулевыми коэффициентами. Без нарушения общности можно считать полином записанным в канонической форме 
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 (т.е. в порядке убывания степеней) или в порядке возрастания степеней 
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2. Операции над многочленами.

Два полинома считаются равными, если они составлены в канонической записи из одинаковых одночленов, т.е. 
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 в том и только в том случае, если 
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Суммой двух полиномов называется полином, получающийся посредством объединения одночленов, составляющих слагаемые. Разумеется, после объединения следует привести подобные члены. Таким образом, 
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, где 
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. (Если многочлены f(x) и g(x) имеют разное число одночленов, то, подписав необходимое число одночленов с нулевыми коэффициентами к одному из них, в котором число одночленов меньше, можно добиться их равенства в обоих многочленах). Поэтому складывать можно многочлены с разным числом одночленов. Например, 
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, преобразуем g(x) к виду 
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 добавив два нулевых одночлена, суммой f(x) и g(x) будет многочлен 
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легко видеть, что операция суммирования (сложения) многочленов обладает такими же свойствами, что и операция сложения элементов кольца K, т.е. ассоциативна, коммутативна; полином, все коэффициенты которого нули, является нейтральным элементом сложения полиномов; для каждого полинома существует ему противоположный, противоположный к полиному 
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 является полином 
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. Итак, множество полиномов с операцией сложения образует коммутативную группу.

Произведением двух полиномов называется полином, составленный из произведений всех членов первого сомножителя на все члены второго. Здесь снова возможно приведение подобных членов. Таким образом, 
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. Коэффициент 
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, если условиться считать, что 
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. Принцип вычисления коэффициента 
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 прост: приводятся такие подобные слагаемые при произведении одночленов 
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, которые дают в результате одночлены вида 
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Умножение многочленов ассоциативно. Это доказывается следующим образом: если помимо многочленов 
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 дан еще многочлен 
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 в произведении 
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, а в произведении 
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 - равное ему число 
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Умножение многочленов дистрибутивно относительно сложения, это вытекает из равенства 
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, так как левая часть этого равенства является коэффициентом при 
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, а правая часть - коэффициентом при той же степени переменной 
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Нетрудно видеть, что многочлен 
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 (где 1 - единица кольца K) играет роль единицы при умножении многочленов. Таким образом, множество полиномов от буквы x с коэффициентами из кольца составляет кольцо по отношению к выше определенным операциям сложения и умножения полиномов (относительно сложения - это коммутативная группа; умножение ассоциативно и дистрибутивно относительно сложения; существует единичный многочлен). Кольцо это коммутативно и ассоциативно. Оно называется кольцом полиномов от буквы x над кольцом K и обозначается K[x].

В данном выше определении одночлена и полинома имеется одно сомнительное место. Именно, было сказано, что x есть буква, посторонняя для кольца K, и не было объяснено, что это значит. Сказать, что x не принадлежит кольцу K - это сказать слишком мало, так как при этом не исключаются нежелательные возможности 
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 и т.д. Однако мы можем избавиться от "сомнительной" буквы x. Для этого рассмотрим бесконечные последовательности 
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 элементов кольца K, в которых все элементы, начиная с некоторого, равны нулю. Вводим теперь определения равенства и основных действий.
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 тогда и только тогда, когда 
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. Ясно, что требование об обращении в нуль всех членов, начиная с некоторого, сохраняется при сложении.

3.  
[image: image67.wmf](

,

,

.

.

.

,

,

.

.

.

)(

,

,

.

.

.

,

,

.

.

.

)

(

,

,

.

.

.

,

,

.

.

.

)

a

a

a

b

b

b

a

b

a

b

a

b

a

b

k

k

i

j

i

j

k

0

1

0

1

0

0

0

1

1

0

=

+

+

=

å

. Здесь тоже сохраняется требование об обращении в нуль всех членов, начиная с некоторого места.

Легко проверяется коммутативность и ассоциативность сложения и умножения и дистрибутивность умножения со сложением. Далее ясно, что 
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, и, более общо, 
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4. 
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 отождествляется с последовательностью 
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Рассмотрим теперь последовательность (0, 1, 0, ..., 0, ...), обозначив ее буквой x. Тогда x2 = (0, 0, 1, 0, ..., 0, ...) и т.д. Поэтому 
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Итак, при определении многочлена 
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существенны лишь коэффициенты 
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. Однако, в конечном счете, запись многочлена в виде выражения (3) оказывается более удобной.
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При сложении многочленов 
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 по формуле (1) мы видим, что формула для суммы не содержит членов, степень которых выше, чем 
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3. Кольцо многочленов над областью целостности.

Далее будем рассматривать только многочлены с коэффициентами из области целостности K (кольцо без делителей нуля называют областью целостности), т.е. из кольца K, в котором произведение двух элементов может равняться нулю, если только один из сомножителей равен нулю. Это всегда будет подразумеваться, даже если не будет оговорено специально.

При произведении многочленов 
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 степени m старший член, как следует из формулы (2), равен 
[image: image93.wmf]a

b

0

0

 (это коэффициент при 
[image: image94.wmf]x

n

m

+

). Так как в кольце нет делителей нуля, то 
[image: image95.wmf]a

b

0

0

0

¹

 и, значит, 
[image: image96.wmf]f

x

g

x

(

)

(

)

¹

0

. Из нашего рассуждения следует также, что 


[image: image97.wmf]deg

(

)

(

)

deg

(

)

deg

(

)

f

x

g

x

f

x

g

x

=

+

.                                  (6)

Эта формула является уточнением неравенства (5) для случая, когда в кольце K нет делителей нуля. Формула (6) также справедлива и тогда, когда один из многочленов f(x), g(x) или они оба равны нулю. Итак, произведение двух ненулевых многочленов - ненулевой многочлен, поэтому справедлива следующая теорема:

Теорема 1. Кольцо многочленов над областью целостности само является областью целостности.

Данное нами алгебраическое определение многочлена не содержит никакого упоминания о функциях. Тем не менее, с каждым многочленом над областью целостности K можно естественным образом связать функцию, которая определена на K и принимает значения в K.
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 - многочлен с коэффициентами из K. Для любого 
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где выражение в правой части понимается как результат операций в кольце K. Получаемый при этом элемент 
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, когда x0 можно представлять как точку действительной оси.) Таким образом, каждому элементу x0 кольца K сопоставляется элемент f(x0) того же кольца и тем самым определяется функция на K со значениями в K.

Покажем, что сложение и умножение многочленов согласуются с обычными операциями, производимыми над функциями, когда складываются или, соответственно, перемножаются значения функций в каждой точке.

Рассмотрим два многочлена: 
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. Пусть h(x) = f(x) + g(x) - их сумма. Докажем, что h(x0)=  =f(x0) + g(x0) для любого 
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Пусть теперь 
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. Пользуясь свойствами операций в кольце K (в частности, коммутативностью и ассоциативностью умножения), получим: 
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. Сравнение полученного результата с формулой (2) позволяет сделать вывод, что 
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Таким образом, функция, определяемая суммой (соответственно произведением) двух многочленов, есть сумма (соответственно произведение) функций, определяемых этими многочленами.

Вообще говоря, соответствие между многочленами и определяемыми ими функциями не является взаимно однозначным. Однако, если кольцо K бесконечно, то различным многочленам из кольца K[x] всегда соответствуют различные функции.
4. Схема Горнера и теорема Безу.

В кольце многочленов деление в обычном смысле слова, как правило, невозможно. Например, в кольце 
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Если для полиномов f(x) и g(x) из K[x] существует такой полином 
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, что f(x) = g(x)h(x), то говорят, что полином f(x) делится на полином g(x). Наша ближайшая задача заключается в выяснении вопроса о делимости 
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Прежде всего установим, что всегда осуществимо так называемое деление с остатком: 
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Теорема 2. Пусть 
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Доказательство.  Естественно искать h(x) в форме 
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. Сравнение коэффициентов многочлена в левой части равенства 
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откуда последовательно определяют коэффициенты h(x) и остаток r:
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Равенство 
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 после подстановки в последнее вместо x элемент c.

Теорема доказана. Кроме того, получен очень удобный способ вычисления коэффициентов h(x) и остатка r. Этот способ носит название схемы Горнера. Вычисления удобно располагать в виде таблицы:

	
	a0
	a1
	a2
	...
	an-1
	an

	c
	b0
	b1
	b2
	...
	bn-1
	c


Элементы нижней строки вычисляются последовательно по формулам (8): b0 = a0, a каждый последующий элемент равен сумме элемента, находящегося над ним, и предыдущего элемента нижней строки, умноженного на x0.

Элемент c кольца K называется корнем полинома f(x), если 
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Следствие (теорема Безу). Многочлен f(x) делится на 
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Доказательство. Пусть f(x) делится на 
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Теорема 3. Число корней ненулевого многочлена не превосходит его степени.

Доказательство. Докажем это утверждение с помощью индукции по степени многочлена. Многочлен нулевой степени вообще не имеет корней, так что для него утверждение теоремы справедливо. Предположим теперь, что утверждение теоремы справедливо для всех многочленов степени 
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Следствие. Многочлен степени не выше n однозначно определяется своими значениями в 
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 точках.

Иначе говоря, существует не более одного многочлена степени не выше n, принимающего в данных (различных) точках 
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 данные значения y1, y2, ..., yn+1.

Доказательство. Предположим, что f(x), g(x) - два многочлена степени не выше n, принимающие одинаковые значения в точках 
[image: image162.wmf]x

x

x

1

,

,

 

 .

.

.

,

 

2

n

+

1

. Рассмотрим многочлен 
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 - корни многочлена h(x). Согласно теореме 3 h(x) = 0, т.е. f(x) = g(x).

Теорема 4. Если кольцо K бесконечно, то равенство функций, определяемых двумя многочленами из кольца K[x], влечет за собой равенство самих многочленов.

Доказательство. Пусть многочлены 
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 определяют одинаковые функции. Это означает, что 
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. Обозначим через n наивысшую из степеней многочленов f(x), g(x). Так как кольцо K бесконечно, то в нем найдутся 
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. Согласно нашему предположению, многочлены f(x) и g(x) принимают одинаковые значения в каждой из точек 
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 (как и вообще в любой точке). Следствие теоремы 3 позволяет сделать отсюда вывод, что 
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Для конечного кольца K утверждение теоремы 4 неверно. Однако при некоторых дополнительных предположениях и в этом случае оказывается возможным из равенства функций, определяемых двумя многочленами, сделать вывод о равенстве самих многочленов.

5. Делимость многочленов.

Теорема 5 (алгоритм Евклида). Пусть K - коммутативное кольцо, 

 - многочлены степени 

. Предположим, что старший коэффициент многочлена g является обратимым элементом в K. Тогда существуют однозначно определенные многочлены 
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, что и требовалось показать.

В условии теоремы требуется обратимость элемента bm. Это можно заменить более слабым условием: необходимо, чтобы элемент an делился на 

 в кольце K, так как необходимо произвести, как следует из доказательства теоремы, деление с остатком f(x) на g(x) (
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, т.е. при делении степень остатка уменьшается на единицу)  
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, то старший коэффициент полученного многочлена будет обладать таким свойством, т.е. делиться 

 раз на bm. Поэтому справедливо следующее следствие.

Следствие. Пусть K - коммутативное кольцо, 
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Пример . Многочлен 

 нельзя разделить на многочлен 

, т.к. 2 - необратимый элемент в кольце Z. Однако, многочлен 

 уже можно разделить на g(x) с остатком. Произведем деление "уголком".
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                                                97

Итак, 

. Если следовать ходу доказательства теоремы 5, то здесь, на первом шаге деления, многочлен 

 соответствует многочлену f1(x) из этой теоремы.

6. Вычисление наибольшего общего делителя.

Наибольший общий делитель двух многочленов f и g из кольца R[x] многочленов над полем R может быть найден при помощи алгоритма Евклида. Алгоритм Евклида нахождения наибольшего общего делителя состоит в следующем. Сначала делят с остатком многочлен f на многочлен g, затем многочлен g - на остаток от первого деления, затем остаток от первого деления - на остаток от второго деления и т.д., пока не получится нулевой остаток. Это дает следующую цепочку равенств:
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причем 
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, поэтому процесс деления конечен. Пусть 
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. Таким образом, последний ненулевой остаток (т.е. rk) и есть наибольший общий делитель многочленов f и g.

Пример. В кольце 
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 многочленов с действительными коэффициентами найдем наибольший общий делитель многочленов 
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Для удобства умножим полученный остаток на 
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Полученный остаток разделим на 9 и выполним третье деление:
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Поскольку остаток равен нулю, то 
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Наибольший общий делитель нескольких многочленов f1, f2, ..., fm может быть найден индуктивным способом на основании следующей формулы:
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Для того чтобы найти наибольший общий делитель многочленов 
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, следует, согласно этой формуле, найти сначала 
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 и будет искомым наибольшим делителем.

Докажем формулу (10). Согласно определению наибольшего общего делителя, делители многочлена 
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 и fm совпадает с совокупностью всех общих делителей многочленов 
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Наибольший общий делитель d двух многочленов 
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 над полем R, а также всякий многочлен, кратный d, может быть представлен в виде 
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. Такое представление мы называем линейным выражением данного многочлена через многочлены f и g.

Для нахождения линейного выражения наибольшего общего делителя d можно воспользоваться алгоритмом Евклида. В самом деле, первое из равенств (9) дает следующее линейное выражение многочлена r1 через f и g: 
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. Продолжая так дальше, получаем, в конце концов, линейное выражение наибольшего общего делителя 
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Пример. Найдем линейное выражение наибольшего общего делителя d многочленов f и g из примера 14.

Результаты делений с остатком, выполненных при решении предыдущего примера, показывают, что 
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Линейное выражение любого многочлена h, кратного d, может быть найдено, исходя из линейного выражения d. А именно: пусть 
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На практике линейное выражение многочлена h удобнее искать не с помощью алгоритма Евклида, а методом неопределенных коэффициентов. Запишем искомые многочлены u и v в общем виде с неопределенными (неизвестными) коэффициентами. Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях x в равенстве 
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, получим систему уравнений для коэффициентов многочленов u и v. Легко видеть, что эти уравнения будут линейными.

7. Наименьшее общее кратное.

Наименьшим общим кратным многочленов 
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 над полем R называется многочлен h, обладающий следующими свойствами: 1) h делится на каждый из многочленов 
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Теорема  Для двух многочленов f и g наименьшее общее кратное [f, g] связано с наибольшим общим делителем (f, g) соотношением 
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Доказательство. Для доказательства формулы (23) положим 
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Многочлен 
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Теорема 8.  Для многочленов 
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Где 
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Доказательство. Из условия, согласно теореме 7, имеем 
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Складывая, вычитая и перемножая последние равенства, получим:
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Отсюда видно, что разность 
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Теорема 9. Если 
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т.е. обе части сравнения и многочлен можно делить и умножать на один и тот же многочлен.
Доказательство. Так как 
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И теперь эта теорема следует непосредственно из теоремы 7.

9. Классы вычетов.
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Таким образом, чтобы сложить (перемножить) классы 
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т. е. 
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Следовательно, результаты операций над классами не зависят от выбора представителей, т. е. операции определены корректно.
PAGE  
2

_1009911569.unknown

_1009911641.unknown

_1009916906.unknown

_1009916923.unknown

_1179475305.unknown

_1179478011.unknown

_1179479306.unknown

_1179482149.unknown

_1179482763.unknown

_1179482859.unknown

_1179482985.unknown

_1179483074.unknown

_1179483113.unknown

_1179482947.unknown

_1179482793.unknown

_1179482838.unknown

_1179482279.unknown

_1179482298.unknown

_1179482180.unknown

_1179482197.unknown

_1179480128.unknown

_1179482129.unknown

_1179479984.unknown

_1179479595.unknown

_1179479749.unknown

_1179479094.unknown

_1179479223.unknown

_1179479284.unknown

_1179479107.unknown

_1179478264.unknown

_1179479087.unknown

_1179478258.unknown

_1179477614.unknown

_1179477762.unknown

_1179477972.unknown

_1179477994.unknown

_1179477801.unknown

_1179477662.unknown

_1179477672.unknown

_1179477651.unknown

_1179476132.unknown

_1179476837.unknown

_1179476914.unknown

_1179476285.unknown

_1179476243.unknown

_1179476265.unknown

_1179476073.unknown

_1179476091.unknown

_1179475562.unknown

_1179473962.unknown

_1179474704.unknown

_1179475133.unknown

_1179475188.unknown

_1179475253.unknown

_1179475145.unknown

_1179474956.unknown

_1179474732.unknown

_1179474906.unknown

_1179474151.unknown

_1179474254.unknown

_1179474631.unknown

_1179474179.unknown

_1179474053.unknown

_1179473987.unknown

_1009916928.unknown

_1179473873.unknown

_1179473900.unknown

_1009916925.unknown

_1009916926.unknown

_1009916924.unknown

_1009916915.unknown

_1009916919.unknown

_1009916921.unknown

_1009916922.unknown

_1009916920.unknown

_1009916917.unknown

_1009916918.unknown

_1009916916.unknown

_1009916910.unknown

_1009916912.unknown

_1009916913.unknown

_1009916911.unknown

_1009916908.unknown

_1009916909.unknown

_1009916907.unknown

_1009916889.unknown

_1009916897.unknown

_1009916902.unknown

_1009916904.unknown

_1009916905.unknown

_1009916903.unknown

_1009916899.unknown

_1009916900.unknown

_1009916898.unknown

_1009916893.unknown

_1009916895.unknown

_1009916896.unknown

_1009916894.unknown

_1009916891.unknown

_1009916892.unknown

_1009916890.unknown

_1009911650.unknown

_1009916884.unknown

_1009916887.unknown

_1009916888.unknown

_1009916885.unknown

_1009916882.unknown

_1009916883.unknown

_1009911651.unknown

_1009911646.unknown

_1009911648.unknown

_1009911649.unknown

_1009911647.unknown

_1009911643.unknown

_1009911645.unknown

_1009911642.unknown

_1009911606.unknown

_1009911624.unknown

_1009911633.unknown

_1009911637.unknown

_1009911639.unknown

_1009911640.unknown

_1009911638.unknown

_1009911635.unknown

_1009911636.unknown

_1009911634.unknown

_1009911628.unknown

_1009911630.unknown

_1009911631.unknown

_1009911629.unknown

_1009911626.unknown

_1009911627.unknown

_1009911625.unknown

_1009911615.unknown

_1009911620.unknown

_1009911622.unknown

_1009911623.unknown

_1009911621.unknown

_1009911617.unknown

_1009911618.unknown

_1009911616.unknown

_1009911611.unknown

_1009911613.unknown

_1009911614.unknown

_1009911612.unknown

_1009911609.unknown

_1009911610.unknown

_1009911607.unknown

_1009911586.unknown

_1009911598.unknown

_1009911602.unknown

_1009911604.unknown

_1009911605.unknown

_1009911603.unknown

_1009911600.unknown

_1009911601.unknown

_1009911599.unknown

_1009911593.unknown

_1009911595.unknown

_1009911597.unknown

_1009911594.unknown

_1009911591.unknown

_1009911592.unknown

_1009911587.unknown

_1009911578.unknown

_1009911582.unknown

_1009911584.unknown

_1009911585.unknown

_1009911583.unknown

_1009911580.unknown

_1009911581.unknown

_1009911579.unknown

_1009911573.unknown

_1009911575.unknown

_1009911576.unknown

_1009911574.unknown

_1009911571.unknown

_1009911572.unknown

_1009911570.unknown

_1009727308.unknown

_1009911534.unknown

_1009911551.unknown

_1009911560.unknown

_1009911564.unknown

_1009911567.unknown

_1009911568.unknown

_1009911565.unknown

_1009911562.unknown

_1009911563.unknown

_1009911561.unknown

_1009911556.unknown

_1009911558.unknown

_1009911559.unknown

_1009911557.unknown

_1009911553.unknown

_1009911554.unknown

_1009911552.unknown

_1009911543.unknown

_1009911547.unknown

_1009911549.unknown

_1009911550.unknown

_1009911548.unknown

_1009911545.unknown

_1009911546.unknown

_1009911544.unknown

_1009911538.unknown

_1009911541.unknown

_1009911542.unknown

_1009911540.unknown

_1009911536.unknown

_1009911537.unknown

_1009911535.unknown

_1009727342.unknown

_1009911517.unknown

_1009911525.unknown

_1009911530.unknown

_1009911532.unknown

_1009911533.unknown

_1009911531.unknown

_1009911528.unknown

_1009911529.unknown

_1009911527.unknown

_1009911521.unknown

_1009911523.unknown

_1009911524.unknown

_1009911522.unknown

_1009911519.unknown

_1009911520.unknown

_1009911518.unknown

_1009727471.unknown

_1009911508.unknown

_1009911512.unknown

_1009911515.unknown

_1009911516.unknown

_1009911514.unknown

_1009911510.unknown

_1009911511.unknown

_1009911509.unknown

_1009727480.unknown

_1009911503.unknown

_1009911506.unknown

_1009911507.unknown

_1009911505.unknown

_1009911501.unknown

_1009911502.unknown

_1009727482.unknown

_1009911500.unknown

_1009727483.unknown

_1009727481.unknown

_1009727476.unknown

_1009727478.unknown

_1009727479.unknown

_1009727477.unknown

_1009727474.unknown

_1009727475.unknown

_1009727472.unknown

_1009727463.unknown

_1009727467.unknown

_1009727469.unknown

_1009727470.unknown

_1009727468.unknown

_1009727465.unknown

_1009727466.unknown

_1009727464.unknown

_1009727443.unknown

_1009727445.unknown

_1009727462.unknown

_1009727444.unknown

_1009727344.unknown

_1009727345.unknown

_1009727343.unknown

_1009727325.unknown

_1009727333.unknown

_1009727338.unknown

_1009727340.unknown

_1009727341.unknown

_1009727339.unknown

_1009727336.unknown

_1009727337.unknown

_1009727335.unknown

_1009727329.unknown

_1009727331.unknown

_1009727332.unknown

_1009727330.unknown

_1009727327.unknown

_1009727328.unknown

_1009727326.unknown

_1009727316.unknown

_1009727320.unknown

_1009727323.unknown

_1009727324.unknown

_1009727321.unknown

_1009727318.unknown

_1009727319.unknown

_1009727317.unknown

_1009727312.unknown

_1009727314.unknown

_1009727315.unknown

_1009727313.unknown

_1009727310.unknown

_1009727311.unknown

_1009727309.unknown

_1004562516.unknown

_1009727290.unknown

_1009727298.unknown

_1009727303.unknown

_1009727305.unknown

_1009727306.unknown

_1009727304.unknown

_1009727300.unknown

_1009727302.unknown

_1009727299.unknown

_1009727294.unknown

_1009727296.unknown

_1009727297.unknown

_1009727295.unknown

_1009727292.unknown

_1009727293.unknown

_1009727291.unknown

_1009727281.unknown

_1009727285.unknown

_1009727288.unknown

_1009727289.unknown

_1009727287.unknown

_1009727283.unknown

_1009727284.unknown

_1009727282.unknown

_1009727277.unknown

_1009727279.unknown

_1009727280.unknown

_1009727278.unknown

_1009727275.unknown

_1009727276.unknown

_1009727273.unknown

_1004562494.unknown

_1004562505.unknown

_1004562511.unknown

_1004562513.unknown

_1004562515.unknown

_1004562512.unknown

_1004562508.unknown

_1004562509.unknown

_1004562507.unknown

_1004562500.unknown

_1004562502.unknown

_1004562504.unknown

_1004562501.unknown

_1004562497.unknown

_1004562498.unknown

_1004562495.unknown

_1004562472.unknown

_1004562483.unknown

_1004562489.unknown

_1004562491.unknown

_1004562493.unknown

_1004562490.unknown

_1004562486.unknown

_1004562487.unknown

_1004562484.unknown

_1004562477.unknown

_1004562480.unknown

_1004562482.unknown

_1004562479.unknown

_1004562475.unknown

_1004562476.unknown

_1004562473.unknown

_1004562461.unknown

_1004562466.unknown

_1004562469.unknown

_1004562470.unknown

_1004562468.unknown

_1004562464.unknown

_1004562465.unknown

_1004562462.unknown

_1004562450.unknown

_1004562455.unknown

_1004562458.unknown

_1004562459.unknown

_1004562457.unknown

_1004562452.unknown

_1004562454.unknown

_1004562451.unknown

_1004562444.unknown

_1004562447.unknown

_1004562448.unknown

_1004562446.unknown

_1004562439.unknown

_1004562441.unknown

_1004562443.unknown

_1004562440.unknown

_1004562436.unknown

_1004562437.unknown

_1004562433.unknown

_1004562435.unknown

_1004562432.unknown

_1004562430.unknown

