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����������	
�
 ���
� ������������
� ������ ��
	��
��� 
� ��������
�������
. � ����	� ������ �������
 ��������� 
���
�
-�
��
�
 � ��������� 
��������������� ���������, 
�����
� ������������ 	 �
����	� ��������� ������ ������� 
������
���	����-	��������� ���������
. � �
��
  ��������-
������� ����
����
 
���! ������ �
���� �
!�� ��
����� 
�������������� ���������
��� ��
���������� ��������
�������� 
���� � ����
	��� ����! �������������! �
��
���
�. "�� 
��������� ��
	����! ���� ����������� 	
��
������! �������, ��� 
����#� �������� 	�	����� �$�$#����� ����	�� ��
	����� �� 
��
	��
�������� � ��������
�������� ����!. %�	�� ��
	����� ���� 
�����  ���&� ����
������ � ��	������� ����������� �
���
��, �� 
������
�
�� �
����� � �����
 ������	�! �
��� �����, 	������
 
������! ���
�� ����&� 	�� ���� �����������
������ �����
. 
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1. �������� 

 
 �	���������� ���������� ����	����� ������	
�� ������	�� ����� �� ��!� 
���"� 	��#���� �	��� ����������� ������� 
 �#���� ���������	
�� �	����. $ 
��	��� 
��	��#��� ������� ������ ������ ��������� ���	���	������-���������� 

��������, ��	
���
� ���	���	��� � ����� – ������� ���#��������� �������.  
 %
 ����	���, � �����#� 	���	����� #� 
�		���	
�& ������	
�& ���� – 
������������ � '��
�����������. (�� ���� ������	� 	������� (������ � #�� ���� 
�&�#���&	� � ��& �	��� ������) � #��	����� � �
��	
�����	
�� ������. )� 	����� 
� 	��������	
�� �	������	�� 
 #��� �� �����, 
�		���	
�� ������������ � 
'��
����������� ���� ������	� �#��������� ������	
��� ����
���.  

�� 	�& ��� � ������ ���� �#��	� �#��������������� ����	���� 	 ����������	
�� 
���
� ������ ����
� ��������, � �� ����� 

 '��
����������� ������� �
��� 
����	����� �� �������� � �		�������	� ��#����� �� �����������&. *�� '��� 
'��
����������� ���� ���#��	� � 
��	��� ��#������ ������	
�� ������	��, 
���������� ���	���	������-��������� 
��������,  ������������ ���� 
�		�������	� 

 ����������	
�� 	���	��� 	���� 
��������. *��������� 
������������ �������& ��#&�#�� #�� ���	��� �#�������& ������	
�& ����
��� – 

�		���	
�& 	�����& ����� – 	��#�����	����� � ������!"���	�� ������ ���� # � � �" 

�		���	
�� (#�
�������) ������. +#��	��� �����#� ������� �#����������� 
���������	
��� ���	��� 
�		���	
�& �����#��	����, #�� �	���	������� 
������� 
�������� � '��
����������� #�� �� ���� 	��#��� 
 �#���� ����������	
�� �	����. 
 (��
����������� �����#��	���� � ������� �� ������������� �� ������	���� 
('��
����������� ���� #��	����� � �	� �	���� ��-������, � ���	���	�� �� ���# 
�	����). (�� ������������� ������� � &�
���� #��& �����#��	���� �
����� � 
	���	������� #��& ����& ����� – ������������� � '��
������������. ,#�
�, ��� 
��

�& �	������ ������, ��� '�� ���� #�� �� ����� ������������ ����� �����#�. 
)� � ��#�� ��
���, ��� �� ���� ����� ����� ����������	
�� �����#� � ���	����	� 
��� '��� ��������� ����������	
��� ���������, ������������ ���	�� �	������	�� 

 #��� �� �����#��	����.  

*��#	�������� �� � ����� �#���� ����������	
�� ������ ���� ������	� 
������� �	��	������� � ���	��� ���������� ������ �������� (��!���� (� 
'��
���#����
� �
	����), ���������� ����������	
�� �#��	��� �������� � 
'��
�����������. $ ��������� '���� ��������� 
�		���	
�� 	������ ���� � 
	������	������� �� �����#��	���� ���	����	� � ��
& �#��� ����������	
�� 
������. 

 
 

2. �������� ��������� 
 
 ��� ��	������� �#���� ����������	
�� ������ ���� ����&�#��� �������� 
����������	
�� �	���� ������ �������� (��!���� �
�� ������, ����� ��� 
�
����� �
 � � &�
����	��
� '��
������������ ����. )������ �	��	������� 
	��	�� �
��� ��������� – ���������� ��������� -���-%��� � 
��	��� ��������� 
�����"&������� ���	���	������-���������� ����������� [14]. *�� '��� �� �� ����
� 
������� ����&�#���	�� ���#���� #������������& � ����� �� ���	������& 
����������	
�& ������� �	
�		�������� &�
���, �� � ��������	� �� �#��� �� ��&: �� 
� � �� ��#�� ����������� ���#������, ��� � ���	���	��� 	������ �	��# �� �� ���	�� 
���������� 
���#���� (�� �	��, ��� 	�����	�� 	��������� �� �� ��� ��#�
	�). 
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,������������ �	������	��� ��������� -���-%��� ������	� ������ ������ 

�������, 
������ � ����� 	���� �� �� ����� 24 �����	���� 
���������.  
 ��� ����#������ ��������	
�� 	���
���� ���� ��#�� �	&�#��� �� 
����������� �������, ������������ ����	�� ������� �������� #�� #����� 
���� ��. *�	��#��� � ����������	
�� ������ ���� #�� �� ���� 	
���������� �� 
����������	
�& �������. %
 � � ������ (��!���� ��#�� 	������ ������� ���� �� 
�	
���������� �� 
�������� ������ 
������� -���� (�� �� ����
� ���"� ��������� 
	
������ 
�������). 

.��#��� ��������, ��� � �	������ 	���� ����� ���	���	��������#���� 
	������, ��'���� �	� ������� � ��������, ���	���� �� �����
�, 	����#���� #�� 
	������� (−,+,+,+). 

%���� �����#����& ��!� 	���� ���� � �	���� ���#������ �#���� 
����������	
�� ������ ���� �� � 	��#����� ���� ����.  

 
A) *��	���	������-��������� 
�������� � '��
����������� ���� ����� ������ 


�������. 
 
B) /��#�����	
�� ����� ���	���	������-���������� 
�������� 	���#�� 	 

������� '
	��������� #����. 
 
C) *������ ���� �� 
�#������ �� ������� -���� � ����� ��#, ��#����� 

��� ���� #�� ������� 
�#��. 
 
*��� ���� A 	������� '��
����������� ���� 	 ������ 
�������� ���	���	������-
���������� 
��������, 
������ &�
��������	� �������� �������� ���,  ���� ���� B 
����#����� �	���� 	���	�� 	�������� '���� ������. )�	����� � ��, ��� ���� ���� $ � 
������ �������� (��!���� ������	� ����������, ��� ����� ����� ����!�� ������� 
#�� ������ ����, �	������� � ��������� -���-%���. (�� ���� ���� ���#"� 
������ ���	���� � ������	��,  �
 � ��������� ���� ���	��� � �	��	������� 
����������	
�� ������������ #�� '��
������������ ����. *��� ���� . ��������� 
����#����� ��# �������� ���� ��, ��� ������ 
������� �����������	� 
���������� ������� #�� ��	���� ���	���	��. 
 .���	�� ���� ���� 0 ���	���	������-��������� 
��������, ���������� 
'��
����������� �����,  ����� 
�������, &�
���������� �������� 
������� α

µν⋅Ω  	 
������� 
����������, 
������ ���	���������� �� ��	��#��� #��� ��#�
	� 
( )α

µν
α

µν ][⋅⋅ Ω=Ω : 
 
 (1) α

νµ
α
µν

α
µν ∆−∆=Ω ⋅  

 
�#� α

µν∆  – ������ 	�����	�� 
��������. *�'���� ������ 	�����	�� � ����� 	���� 
��	���������. .���	�� �	����� 
���������� ��	����	�� �������	
��� ������ 
��	���������� 	�����	�� α

µν∆  ����#�����	� ��� �����: 
 
  (2) α

µν
α
µν

α
µν ⋅+Γ=∆ K  

 
�#� α

µν⋅K  – ������ 
�����	��, 
������ ���	���������� �� ������ #��� ��#�
	� 

( )ναµαµν ][KK = ,  α
µνΓ  – 	������ %��	������� (����� ����, �. 1-3).  



- 4 - 

$��	��� ������ 

��� 	���	���� ��#�� ���#�� ������ 
������� � ������ 

�����	�� 	 ��"��� ���� ���� $. �������� ���#�����	
�& (����� ��	�������� 
���������) � �������� '
	������� (����� '
	��������� #����) ����� ��#: 
 

 (3) 0)(2

2

=∆+
ds

dx
ds

dx

ds

xd βα
µ
αβ

µ
 

� 

 (4) 0
2

2

=Γ+
ds

dx
ds

dx

ds

xd βα
µ

αβ

µ
 

 
�������� (3) ���	���� ���#�����	
��,  �������� (4) 	������	����� '
	�������. 
.���	�� ���� ���� $ �������� (3) � �������� (4) #�� �� 	���#��, 	��#��������, 
#�� �� ���������	� ����	���: 
 
 (5) µ

αβ
µ
αβ Γ=∆ )(  

  
$ 	���
����	�� 	 ��� ����� (2) '�� ����	��� �����#�� 
 	�����!����: 
 
 (6) µ

αβ
µ
αβ ⋅=∆ K][  

 

������ ������, ��� ������ 
�����	�� ���	���������� �
  � � �� ��	��#��� #��� 
��#�
	�. ������� 	�����, ������ 
�����	�� #�� �� ���� �����	��� ���	���������� 
( )][αµναµν KK = . .���	�� ��� ����� (1) � (6) ������ 
������� � '��� 	���� 	���� 	 
�������� 
�����	�� 	�����!�����  
 
 (7) α

µν
α

µν ⋅⋅ =Ω K2  
 
�, 	��#��������, �� � �����	��� ���	���������� ( )][αµναµν Ω=Ω . 1
�� ������, 
���� ���� $ �����#�� 
 ������ ���	�������� ������ 
�����	�� � ������ 
�������. 
%���� ����, ��� ���� #�� ������� 
������� (7) ������ �
 � �����	�� 
�����	��. 
*�'���� �	� 
��������� ������ 
�����	�� ������. 
 
 

3. ��� �!"�� �"��!"#��!�����-�"� ����$� %��!��&& # 
 

 ,��	��� ����������	
�& 	���	�� ���	���	������-���������� 
�������� � 
��������� -���-%��� �	���	������	� ��� ������ �������	
��� ������, 	 
������ 
	����� ������������ �����#��	����, ������ 
������� (��� ������ 
�����	��), 	 

������ 	�������	� '��
����������� �����#��	����, � ������ 
�������, 
������ 
�	��������	� #�� ��	������� �������� ����. 

 1) �����
. (������ #���� � ���	���	������-��������� 
��������� 
����#�����	� ��� �����: 
 
 (8) νµ

µν dxdxgds =2  
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�������	
�� ������ µνg  ��#������	� �	����� 
���������� ��	����	�� 0=∇ µνα g , 

�#� α∇  – ������� 
���������� #��������������� �� 
���#���� αx  (����� ����,  
�. 4-5).  

2) .�����	��. 0������ 	�����	�� ���	�� �� ����
� �� �������	
��� ������, �� � 
�� ������ 
�����	��, 
������ ���������� �� �	"�, 
���� ���	�������� �� ����� ��� 
��#�
	�� � �����	�� �	�& 
��������. ,������� ������ �	�� �����	��� 
���	������������ ������ 
�����	�� ����� α

µν⋅A , ���# ��� ���� #�� 	�����	�� (2) 
������ ��#: 

        
 (9) α

µν
α
µν

α
µν ⋅+Γ=∆ Ai  

             
�#� ][αµννµαανµµαναµν AAAAA =−=−=−= . .������ %��	������� ����#�����	� 
��� �����: 
 

 (10) ( )µνσµσννσµ
ασα

µν gggg ∂−∂+∂=Γ
2
1

 

 
$	��#	���� ������ ���	�������� ����� �	�� ������ 
�����	�� α

µν⋅A  ����� �	��� 
������ �����	���� 
��������� � �� �� ���� ���#	����� � ��#�: 
 
 (11) σ

αµνσαµν ε A−=A   
 
�#� µA  – #������ ��
��� ������ �	�� 
�����	��,  αβµνε  – ������ 2��� 3�����. 

������� ��
��� µA  ����#�����	� 	��#����� ������: 
 

 (12) αβγ
µαβγµ ε A

6
1−=A   

 
(��� ��
��� �� �� �	��������� #�� ����������	
�� ������������ '��
������������ 
����, ��� #�	���� ��� 	 �����	��� #� ��������� ��� ����� 	 '��
����������� 
��
������ ���������� µa : 
 
 (13) =µa µAq̂  
 
�#� q̂  – ���� 
��	��� 	 �������	��� '��
�����	
��� ���#. .�����!���� (13) 
��� �� ����������	
�� 	��	� '��
������������ ��������. %��	��� q̂  #�� � 
���� #�	������ ����!�� #�� ����, ��� �� ���	������ ���	�� ������
, 	������& 	 
�������� 
�����	�� ( qA ˆ/1~~ µα

µν A⋅ ).  
1����� 
������� 	 ��"��� ��� ���� (9) ��#�� ����: 
 

 (14) α
µν

α
µν

α
µν ⋅⋅ =∆=Ω Ai22 ][  

 
$	��#	���� ������ ���	�������� ����� 	�"��
� ������ 
������� ��� ������ 


�����	�� ���� ����. *���� ���	�������� ������ 
�����	�� �����#�� �
 � 
 ����, 



- 6 - 

��� 
�������� #���������� ������ ��
������� ���� ��� 	������������ ������ 
������� ��� � ���	���	��� 	 ����� 	�����	��� α

µν∆  	���#�� 	 
��������� 

#����������� �������� ���������, ����	������ #�� 	�����	�� α
µνΓ  (����� ����, �. 6). 

3) %������. 1����� 
������� -��� #�� ��	����������� 	�����	�� α
µν∆  

����#�����	� ��� ����� (����� ����, �. 7): 
 

 (15) τ
µβ

α
τν

τ
µν

α
τβ

α
µβν

α
µνβ

α
µβν ∆∆−∆∆+∆∂−∆∂=⋅R  

 
1����� 
������� -���� �&�#��	� 

 	�"��
 ������ -��� σ

µσν⋅R : 
 
 (16) τ

µσ
σ
τν

τ
µν

σ
τσ

σ
µσν

σ
µνσµν ∆∆−∆∆+∆∂−∆∂=R  

 
. ��"��� ��� ���� (9) ������ 
������� -���� �� �� ���#	����� � 	��#����� ��#� 
(����� ����, �. 8): 
 
 (17) µνµνµν RRR ˆ~ +=  

 (18) τ
µσ

σ
τν

τ
µν

σ
τσ

σ
µσν

σ
µνσµν ΓΓ−ΓΓ+Γ∂−Γ∂=R

~
 

 (19) σ
τν

τ
σµ

σ
µνσµν ⋅⋅⋅ −∇= AAAiR

~ˆ  
 
4#�	� µνR

~
 – ������ -���� ��� ��	��	���� 
�������; µνR̂  – �����
 
 ������� -����, 

	������ 	 
�������� 
�������� (���	����� �����
). .����� α∇~  �������� 

	����������� 
��������� �������#��� (#�� 	�����	�� α
µνΓ ). �	������� 	�����!���� 

(11) �� �� ��
���, ��� 
 
 (20) ( )α

α
µννµ

σ
τν

τ
σµ AAAA gAA −−=⋅⋅ 2  

 
.���	�� ��� ����� (17), (18), (19) � (20) ������ 
������� -���� �������	� � 
	����������� � ���	����������� �	��, 
������ ����� ��#: 
 
 (21) ( )α

α
µννµµνµν AAAA gRR −+= 2

~
)(  

 (22) σ
µνσµν ⋅∇= AiR

~
][  

 
%
 ��#�� �� ��� ���� (21) � (22), 	���������� �	�� ������ -���� �����	��� 
#��	���������, � �� ����� 

 ���	���������� ��� �	�� �����	��� �����. 
,������� ������ �	�� ������ -���� 

 µνF , ���# ������ -���� �� �� ���	�� 
	��#����� ������: 
 
 (23)  µνµνµν FiRR += )(  

 (24)  σ
µνσµν ⋅∇= AF

~
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1
 

 ������ µνF  ���	����������, �� 	���	����� 	������	������� ��� #������ 

������ µνF :  
 

 (25)  αβ
µναβµν ε F

2
1=F  

 
*�� ������ ��� ���� (24) � (11),  �
  � 	������	������& ������������ �&�#��, 
��� #������ ������ ������ �	�� 
������� -���� (25) ����: 
 
 (26) µννµµν AAF ∂−∂=  
 
,�	�# ����
�� ����������	
� ������������ ���� "���	�� '��
������������ ����. 
.���	�� ��� ����� (13) � (26) ������ ���� "���	�� '��
������������ ���� µνf  	 
�����	��� #� ��������� ��� ����� 	���#�� 	 #������ �������� ������ �	�� 

������� -����: 
 
 (27) µνµννµµν Fqaaf ˆ=∂−∂=  
 

.
����� 
������ ���	�� ����
� �� 	����������� �	�� ������ -���� (21) � 
����#�����	� ��� �����: 
 
 (28) α

α
µν

µν AA6
~

)( −== RRgR  
 
�#� µ

µ⋅= RR
~~

 – 	
����� 
������ ��� ��	��	���� 
�������. 

1
�� ������, ���#����� ������ ��������� �������� '��
����������� ���� �� 
���������, ���	������ �#������ ��������	
�� 	������	���� �� #� ����������	
��� 
��������� � &�
����	��
�� '��
������������ ����.  *�� '��� '��
����������� 
�������� 	������	����� ������� 
�����	�� (��� ������� 
�������),  ���� "���	�� 
'��
������������ ���� – ���	����������� �	�� ������ 
������� -����. ������� 
��
��� ������ �	�� 
�����	�� µA  � #������ ������ ������ �	�� 
������� -���� 

µνF  ��	����� � 
��	��� ����������	
�& '
��������� ��
������� �������� µa  � 

������ ���� "���	�� µνf , &�
���������& '��
����������� ����.  

 
 

4. �����' $�� �!"�(��%�' �#$"#���#� 
 

4
���, 
������ ��#������	� ��������� ��	���� ���	���	������-���������� 

��������, ����� ���� �������� ��� ������ ����������� �������, 	���	�� 

�������: 

 
 (29) 04 =−� xdgLGδ   

 
�#� GL  – �#���� ����������	
�� ���� ��. 2���� ����	���, ���������� 	���� 
���	���	������-��������� 
��������, ��#�� ������ � ��� ���������, ������ 
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��
������� �� �	����� (29). 2��� �� GL , 

 � � ������ (��!����, �� �� ���� 
	�	����� �� 
�������� ������ 
������� -����. 

*�� ������ ����	��������& '-�������� (����� ����, �. 9-10) �� �� �������� 
������ 	
������ 	������ ������ -����: 

 
 (30.1) µ

α
α
µδ ⋅≡ R)1(Rc   

 (30.2) αβ
µναβ

µνδ RR⋅⋅≡)2(Rc  

 (30.3) σ
γ

ν
β

µ
α

αβγ
µνσδ ⋅⋅⋅⋅⋅⋅≡ RRR)3(Rc  

 (30.4) λγ
στ

αβ
µνλαβγ

µνστδ RRRR⋅⋅⋅⋅≡)4(Rc  
 
*�� ��������� ���"���& 	������� ������ -���� ��� ��#�
	� 	��������	� �� 
��#�����	��, � �� �����, 

 ��� ��������� �"���& 	������� ��������� ��#�
	� 
	��������	� ����. �� �	�& �����"& 	
�����& 	������� ������ -���� (30) 
��
����	
�� ������	 ���#	������ ����
� ������ #��. *���� 	
����� 	������ )1(Rc  
	���	�� (30.1) 	���#�� 	� 	
������ 
�������� R . ������� ��� ���� (28) � (13) 
�������: 
 

 (31) α
α

α
α aa

q
RRR

2
)1(

ˆ
6~

6
~ −=−== AARc  

 
$���� 	
����� 	������ )2(Rc  (30.2) � 	��� ���	�������� ������ αβ

µνδ ⋅⋅  �� ���&��� � 
�� ��� ��#�
	� ���	�� ����
� �� ���	����������� �	�� ������ -����, 
���� 
	���	�� (22) � (24) 	���� 	 ������ �	��� '����  � ������ 	�����!����� 

µνµν iFR =][ . ������� '�� 	�����!����,  �
 � (25) � (27), ���&�#�� 
 ��� ����: 
 

 (32) αβ
αβ

αβ
αβ

αβ
µναβ

µνδ ff
q

FF
2

)2(

ˆ
2

2 ==−= ⋅⋅ FFRc  

 
�� ���������& ��� ���� (31) � (32) ��#��, ��� 	
������ 	������ ������ -���� )1(Rc  
� )2(Rc  	�#�� � �	� ����&�#���� 	������ #�� 	�	������� ������	
� #�
������ 
�������� ���� ��. $ ������ 	������ � 
��	��� �	������� 	������� �&�#�� 
	
����� 
������ 
�������� ��� 
������� R

~ , ��#�������� �������� �������� 
(��!����,  ����� 	������ 	�#�� �� 	�"��
� αβ

αβ ff , 
����� 	������	����� 
���� ��� '��
������������ ���� � ����� ������ ����	�������	��. 1
�� ������ 
�#���� ����������	
�� ���� �� �� �� ���� 	�	����� �� �����& #��& 	
�����& 
	������� ������ -���� )1(Rc  � )2(Rc , 
������ 	 ��"��� ��������� �	!������ 
�	������� #��������	� 
�	��������	
�� ��	�������. 

3���� ���	�� ��� �� GL  ������� ���	��� � �	��	������� 	��	���� 
��	��������	� ���� ����� . (§ 2). .���	�� '���� ���� ���� ���� �� #�� �� ���� 
��#���� 	
������ ���
��� )(2 RL , 
����� ����#�����	� ��� �����: 
 
 (33) ( ) 2

00
22

0
2 2 RRRRRRL +−=−=  
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�#� 0R  – ��	������ �������. 2��� �� GL  �������	� �� ���
��� 2L  ��� ����� 
��������	
�& 	������� 	
������ 
������� � 	������	������� 	
������ 	������ 
������ -����: 
 
 (34) 2

0
)1(

0
)2()(2 2)( RRRLL nn

G +−=→= RcRcRc  
 
$�� ���� (34) �� 	���� 	���
���� � �����#� 	�#�� ��&	� � �"� ������� ��#���� 
��� ���� (33). *�	������ ������� 0R , �&�#��� � ���� �� GL , ����� ���� 
���#��������� ����������	
�� 
��	����, 	��	� 
������ 	���� ������� ����
� ��	�� 
���� �������� ����. . ��"��� ��� ���� (31) � (32) �#���� ����������	
�� 
���� �� �� �� ����������� 
 ��#�: 
 

 (35) 
2ˆ

6~
ˆ

1 0
22

0

R
aa

q
Rff

qR
LG −−+−= α

α
αβ

αβ  

 
.������ '��� ���� �� 	 ������� ���� ���� ����� ������ ����	�������	��, 
�&�#��: 
 

 (36) 
0

8ˆ
R

q
κ

π=  

 (37) 
4

0R
=Λ  

 
�#� Λ  – 
�	��������	
� ��	������ ( )25610~ −−Λ �� ,  κ  – ��	������ (��!����. . 
��"��� 	�����!���� (36) ��� ���� #�� ���� �� GL  ���!��	� � ��#�: 
 

 (38) ( ) 00 2
1~6

8
RRaaRffLG −++−= α

α
αβ

αβ

π
κ

 

 
(��� ���� �� �������	� �� 	����� ���� �� ����
� �#��� #������������� 
	������, 
������ 	�#�� �� 	
������ 
�#�� '��
������������ �������� � 
��� ����� 0R . ,#�
�, 	���	�� 	�����!���� (37), 
��	��� 0R  
���� �� � 
#������������� 	������ � ���� ��� (38) �� �� ����������. 

 
 

5. )"#������ ���� 
 

�	����� (29) � 	���
����	�� 	 (34) ��� �� �	������ ����������	
�� �������, 
����#������� ��������� ��	���� ���	���	������-���������� 
�������� ���, ��� 
'
���������, ��������	
�� 	���
���� ����������������& 	�����& ����� � 
��	��	���� ����	��. . ��"��� ��� ���� (38) ��������	
� ����������
 
����������� ������� (29) �������� ��#: 

 

 (39) ( ) 0
2
1~

6
8

4
00 =−��

�
��

� −++−� xdgRRaaRff α
α

αβ
αβ

π
κδ  
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�#� µν
µν RgR

~~ = . $������� ���������� �� ���������� µνg , α
µνΓ  � αa  (�����	���) 

������� �������� ���� � ��	���� (� ��� ���� (10)): 
 

 (40) µνµνµν κ TgRG ˆ
4
1

0 =+  

 (41) 03
~

0 =+∇ µµσ
σ aRf  

 
�#� ������� 	��#����� ����������: 
 

 (42) RgRG
~

2
1~

µνµνµν −≡  

 (43) �
	



�
�

 −+�
	



�
�

 −≡ ⋅ α
α

µννµαβ
αβ

µναν
α
µµν ππ

aagaa
R

ffgffT
2
1

4
3

4
1

4
1ˆ 0  

 

µνG  – ������ (��!����, µνT̂  – �����"���� ������ '������-������	 '��
���-
��������� ����. �������� (40) � (41), 	�������������� � ��
& ��	�� 
����������	
�� ������, ���#	������ 	���� 	����	���� 	�	���� �������� ���� #�� 
������������� � '��
������������ ����� � 	����#��� �� ����	�� ���	���	���. 
.���	�� ���������� ��������� � ��������� ���#��������� ����������	
��� 
��������� ������ �������� ��������	� ����
� �������� '��
���#����
� (41) � 
������ '������-������	 '��
������������ ���� (43),  �������� �������� �	���	� 
��� ��������� (40) � 	���#�� 	 ���������� (��!����, 	�#�� ���� 

�	��������	
�� ����. �������� '��
������������ ���� (41) ��-��� ���� �������, �� 
��� � � �� ��������� ����	������� 
����������& ������������. 

1
�� ������, �	� ���������, 
������ ���������� �������� ����, �������� 
����
� '��
����������� � 	����� 	 ������������� '��
������������ ����. *�� '��� 
�������� ���� ��������	� ����� 	���. $ 	��� ���	�� ��� ����� 0R  �	� ����� 
	������ � ��������& ���� (40) � (41) ����� ���� ���& ������
, 
������ 
��
����	
� �� ������ � ��������	
�� &�
��� �		��������& ����� �����	��� 
�� �������� '��
������������ ����. �������� (41) �	�������� 	������ 
�����	���� �� #� 	���	�������� �������� µa  � ���� "���	�� µνf  

'��
������������ ����. $ ��������� ����� 	������, 	�#�� ��� ���	���	�� �� µa , 
��#�� 	���	������ ����
� ���	�� 	 �	������� 	�������, 	�#�� ���� µνf , 

 
�������� ��� ���� �����
� 
 '��� 	������. 

-		������ ������ µνT̂  (43), 
������ �&�#�� � �������� �������� (40) 

 
������ '������-������	 '��
������������ ����. %�������� #���������� '���� 
������ ���: 

 

 (44) ( ) µ
µ

νµµσ
σ

ν
µ

µν
µ

µν
µ ππ

aa
R

aRffTT ∇++∇−=∇=∇ ⋅
~

4
3

3
~

4
1ˆ~ˆ 0

0  

 
.���	�� ��������� (41) ��� ���� � 	
��
& � ��	��� ���	���	��� ���� ����. 
*�#��	����� � �������� (41) 
��������� #����������� �&�#��, ��� 0

~ =∇ µ
µ a . 
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1
�� ������ ������ µνT̂  #�� 	����#���� '��
������������ ���� ��#������	� �
��� 
	�&������, 

 ����������� ������ '������-������	: 
 
 (45) 0ˆ~ˆ =∇=∇ µν

µ
µν

µ TT   
 
$ ��������� ���������� �
���� 	�&������ (45) �������� ���� (40) 	�#�� � 
	�"������ �� #�	�� 5��
� �� �������� ���������, ���	��������� �& 	����	���	��. 

�������� ���� � ��	���� ��������� ����#����� ����������	
�� 	��	� 
��	���� 
0R . .������� �������� �������� (40) �������: 

 

 (46) α
α

α
α

π
κ AA6
4

3~ 0
0 −=−=+− aa

R
RR  

 
,�
�# 	 ��"��� (28) �&�#��, ��� 
 
 (47) RRR =−= α

α AA6
~

0  
 
1
�� ������, 
��	��� 0R  ����� 	��	� 	
������ 
������� ��	���� 
��������. *�� 
������ ����	�� �������� (40) � 	�����!���� (47) ���!��	�. 

�������� ���� (40) � (41) 	����#���� ����
� � ��	��� ���	���	���, � 
������ 
��� ������, 
���� ����������	
�& 	���	�� 	���� 
�������� (�����
 � 
�������), 
��������& � 
�		���	
�� �����#��	����. 3���� ���	�� ������� ����	��, �� �� 
���	�� � ����� �	�� �������� �	�����
 ����, 	������� 	 ����	����. $ ��������� 
������� �������� ���� � ����	���: 

 

 (48) µνµνµν κ TgRG =+ 04
1

 

 (49) µµµσ
σ ξ jaRf =+∇ 03

~
 

 
�#� µνµνµν TTT

~ˆ += , µνT
~

 – ������ '������-������	 ����	��, µνT  – ������ ������ 

'������-������	, µj  – ��
��� ������	�� ��
, ξ  – 
��	��� ( �/4πξ = ). 
��� 
�����	������& &�
����	��
 ����	�� 	����#���� �������� 

����������	��, 
������ ��� �� 	�&������ �		� � ���# � 	�	���� ��
��: 
 

 (50) 0
~ =∇=∇ µ

µ
µ

µ ππ  

 (51) 0
~ =∇=∇ µ

µ
µ

µ jj  
 
�#� µµ µπ u=  (������	�� ����
 �		�), µµ ρ uj =  (������	�� ����
 ���#), µ  – 

������	�� �		� ����	��, ρ  – ������	�� ���# ����	��, µu  – ��
��� 	
���	�� 

#�� ���� ����	��  ( )τµ ddx . $������� µ  � ρ  ����#�����	� � 	�	���� ��
�� ����	��, 
����"� ������	�� �		� �
����� ����
� �		� ��
�� �	��� ����	��. $ ���	���	�� �� 
	�� ��	�� ������	
�� 	�	���� � �����
���& � ��� �����		�� �������� µ , ρ  � µu  
����� ����	���	� 

 
 ����	��� � �����, �
 � 
 ��#������ ��� 
���������. 
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-		������ ������ ��
������ � ��� 	��#	���� �������� ���� � ����	��� � 
�������� ����������	��. *�#��	����� � �������� (49) 
��������� #����������� � 
������� �
�� 	�&������ ���# (51) ������� ����
��������� �	����� 2����� #�� 
'��
������������ ��������: 

 
 (52) 0

~ =∇=∇ µ
µ

µ
µ aa   

 
(�� �	����� � � �� ������	� ������������ 
����������� �	������ � ���������	� 
��������	
�. (�� 	����� 	 
����������� �����������	��� �������� 
'��
������������ ���� (49), 
������ ����#����� 
��������� ��
������� �������� 

µa  �#�������. 
*�#��	����� 
��������� #����������� � �������� (48) ������� �
�� 

	�&������ #�� ������� ������ '������-������	: 
 
 (53) 0

~ =∇=∇ µν
µ

µν
µ TT  

 
.���	�� '���� �
��� ��������� 
�������� ������ '������-������	 ����	�� 
���	����	� ����������: 
 
 (54) µν

µ
µν

µ TT ˆ~~~ ∇−=∇   
 
. ��"��� ��� ���� (44) � �������� (49) � (52) �
�� ��������� 
�������� µνT

~  (54) 
���!��	� � ��#�: 
 

 (55) µν
µ

µν
µ jf

c
T ⋅=∇ 1~~

 

 
�������� (55) ��	����� � 
��	��� �������� #�� ���� ����	�� � ����� �� 
�������	� �� ��� ��& ��������. 

1
 

 �������� #�� ���� ����	�� �� ��������	�, �� � �������� #�� ���� 
��#������ �	���� �� � �� �������	�. 1����� '������-������	 #�� 	���!��� 	��#�, 
	�	������ �� ����#�� ��& �������#��	������& �	���, ���� νµνµµν πµ uuuT ==~

, 

�#� µ  – ������	�� �		� ��
�� �	��� 	��#�,  µu  – 	
���	�� #�� ���� �	��� 
#�� ����	� 	��#�. �������� #�� ���� ����	�� (55) #�� '��� ����� ���� 	��#� 	 
��"��� �
�� 	�&������ �		� ��
�� (50) �������� ��#: 

 

 (56) µν
µ

ν
µ

µπ jf
c

u ⋅=∇ 1~
 

 
+	�� 	��# 	�#�� �� ����
� �#�� �	����, �� �	���#������ ���# � �		� �� �� 
���#	����� ��� ������ '-���
���. $ '��� 	���� µµµ δµπ uxxmu )( 0−==  � 

µµµ δρ uxxquj )( 0−== , �#� m  � q  – �		 � ���# �	���� � 	�	���� ��
��. $ 

��������� �� �������� (56) 	 ��"��� ����, ��� βαν
αβ

νν
β

β τ uudduuu Γ+=∇~ , �������: 
 

 (57) βν
β

βαν
αβ

ν

τ
uf

mc
q

uu
d

du
⋅=Γ+  



- 13 - 

 
(�� �������� #�� ���� ��#������ �	����. ,����#��, ��� �������� (57) ����� �� 
�������	� �� ��� ��& �������� #�� ����. $�� ���� � ����� �	�� �����	��� 
	���#�� 	 ����	���� ��� ����� #�� 	��� 2�����, ��������� ��
������� ������& 
����� ��� ����& �	��� �� ���#�����	
�&. 

1
�� ������, �������� #�� ���� 	���!��� 	��#� (����	��) � ��#������ 
�	���� � ���#������ �#���� ����������	
�� ������ �	���	� ��� ����, �� 	����� � 
��, ��� ����#�����	� #������ ���������� ����. 

 
 

6. ����� *++�%!� 
 

.������������� ��!� ������ ����� &���!� 	���	���	� 	 	���	�������� 
���#	��������� � 
�		���	
�& �����#��	����&. $	� ������������ ����� '���
�� 
���#�� ����� �#�	� �#���� ������ ���� ����� 	��� � ����	��	� ����
� 
 
�
��������	��� '��
������������ ����. �������� ������������� ���� (48) � 
�������� #�� ���� (55) ��� (57) 	���#�� 	 ������������� ����������, � ��������� 
���� ���	�������	� ������ ���������� �	�& ����	���& �
��������	��� 
������������� ���� � #�� ���� 
����	
������� ������. ,������	� �� 
�����������& �������� ����
� �������� '��
������������ ���� (49), 
������ 
	������	����� ����� ������ '������-������	 (43). ,#�
�, �	��#	���� ���	�� 
��� ����� 0R  �	� ����� '���
��, 	������� 	 ���������� (49), ��#�� �������� ��� 
���. �������� (49) ���	������� ����� ������ ���������� ������& 
����
��������& �������� �
	���� �����	��� �� �������� '��
������������ 
����. 1�� �� �����, ��������� �������� '��
���#����
� 
 ��#� (49) �����#�� 
 
����#�, ������� ������������� �������. 

$ ��	��� ���	���	������-��������� 
��������� 	 �	��#���
��#���� �����
�� 
( )1,1 33221100 ===−= gggg  �������� '��
������������ ���� (49) ����� ��#: 

 
 (58) 03 0

2 =−∂ µµ aRa  
 
�#� 222

t� ∂−∆=∂ −  (������� �’0�����). (�� �������� #�� �� ���� 	����#���� � 
����� #�	������ ���� ���	�� ���	���	������-���������� 
��������, � ���#��& 

������ �����
 
�������� ����� ����
 
 �	��#���
��#����.  

�������� (58) #���	
�� �������� ��!����, &�
������ #�� ���	
�& ����. $ 
#�
�����& 
���#���& '�� ��!���� �� �� ���	�� � 	��#����� ��#�: 

 
 (59) )sin(0 tkxaa ωµµ −=  
 
�#� x  – #�
���� 
���#��� �#��� ��������� �	���	������� ���	
�& ����. *�� 
'��� ��
����	
� �	��� ω  � �������� ��	�� k  	����� 	�����!�����: 
 
 (60) ( )0

222 3Rk� +=ω  
 
�#� c  – ���#����� 	
���	�� #�� ���� ���������& ��� � �	���	������� 
�����#��	����. .���	�� 	�����!���� (60) ����� 	
���	�� '��
����������& ���� 
������� �����!�� ���#������ 	
���	�� �	���	������� �����#��	����, � �� ����� 


 �������� 	
���	��, 	���#��� 	� 	
���	��� ������	 '��
����������� '������, 
�� #�	����� ���#������� �������: 
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 (61) c
k

R
c

k
v� >+==

2
03

1
ω

 

 (62) c
c

Rc
dk
d

v� <−==
2

2

031
ω

ω
 

 
1
�� ������, � '��
���#����
�, �	������� � ��������& (58), 	
���	�� 
�	���	������� '��
������������ ��������� �	��# ��#�� ����!� ���#������ 	
���	�� 
c  (62). %
 ��#�� �� ������ (61) � (62) ����� � �������� 	
���	�� ���	�� �� �	���� 

������� � �	�����
� (��� �� #���� �����). ��� ������& �	��� ��� 	
���	�� 
��
����	
� ���������� �� ���#������ 	
���	�� c . ,�
������� �� ������� c  
	������	� 	���	������� ����
� #�� 
���� ���
�& �	���, �� '��
����������� ����� 
	� 	���� ���
��� �	����� 	��!
�� ���#�� �����	��������. 

$ 	�����	
�� 	������	
�-	����������� 	���� ��!���� �������� (58) 
���	���� ���� ��������� ���#. .���	�� ��������� (58) '��
���	�����	
�� 
�������� '���� ���� � �������& 
���#���& ����#�����	� ��� �����: 
 

 (64) re
r
q αϕ −=  

 
�#� 0a=ϕ  ('��
���	�����	
�� ��������), q  – '��
�����	
�� ���#, �/3 0 cmR γα == , 

 r  – �#����� 
���#��� ����	������� ��������� ���#. ��-� ���	�� 
��	���� α  
�������� (64) 	 «���������» '
	������������ ��� ������ ��
����	
� ��������� 
�� 
������	
���. 

. ���
� ������ 
������� ������, ����� 	������ � ��������& 
'��
������������ ���� (58) ��������������	� 

 �		���� ����,  �	� ���������, 
���������� ��� ��!���� '��& ��������, 	������	����� ������ � ����� ��������� 
�		� ��
�� γm : 

 

 (63) 
c

R
m 03�

=γ   

 
*�� '��� 	
���	�� #�� ���� ������� 	���#�� 	 ��������� 	
���	��� (62). .���	�� 
��� ���� (63) �		 ��
�� ����� 	���� 	 	��	������� 
�������� ��	���� 

��������. �		 ����� (63) ����� �� �� � ��� '
	������������� ������
� �� �� 
���� ��������� �� �������. 

*�� ������ 	�����!���� (37) �� �� ������� �������� 
��	���, ��������& � 
����� '���
��:  

 
 (64) 255

0 10~3 −− ��R  

 (65) �m 6510~ −
γ  

 
*��#	
������� ������� ������� �		� ����� ��������� ������� �����#��	�� #���� 
������ 	 ���
� ������ '
	��������. .���	������� '
	������������� � 
����#������� #���� �
�#���� � �		� ��
�� ����� 	��#����� ����������: 
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 (66) �m 60103 −⋅<γ  
 
1��������	
�� ������� �		� ����� (65) �#����������� '���� �	�����. (�� ������, 
��� #��� ������ ������ �������� 	 '
	������������� ���
� ������, �� #�� �" 
��#���� #���� �� � �������� '
	������������ ������
, ���������� ����#����� 
'
	������������� ������� �		� ����� ����� �����. 

 
 

7. ,#%�-(���� 
 

.������������� ������ 
�		���	
�& ����� ��������� ����	���� 
'��
����������� ������� 	 ����������	
�� ���
� ������, ��� '��� �������� � 
'��
����������� �		�������	� � ��
& �#���� ����������	
�� ������. *�� 
��	������� ������ �	��������	� ������� ���	��� � �	��	������� ��#&�#, 
���������� ����������	
�� �#��	��� �������� � '��
�����������. $ �	���� ������ 
���� �� ��������� -���-%��� 	 ������ � �����	��� ���	����������� 
�������� 
�����	�� (��� 
�������). *�� '��� � ������ -���� ��������	� ����� 
���	���������� �	��. 

.���	�� ���#�� ����� ������ ������������ �����#��	���� 	����� 	 
�����
��,  '��
����������� – 	 
�����	��� (��� 
��������), �� �	�� ����� 
�����#��	���� 	����� 	 ������ ����������	
��� &�
����	��
�� ���	���	������-
���������� 
��������. /���������	
� �����# '��
������������ �����#��	���� 
��� ��	� � ����������	
�� ������������ �	�����& &�
����	��
 '��
������������ 
����. (��
����������� ��
������ �������� ��������������	� 

 #������ ��
��� 
������ �	�� 
�����	��,  ������ ���� "���	�� '��
������������ ���� – 

 
#������ ������ ������ �	�� 
������� -����. *�� '��� ���	�������	� �#������ 
��������	
�� 	������	���� �� #� ����������	
��� ��������� � &�
����	��
�� 
'��
������������ ����.  

$ ��������� ���������� �����	���& ����������	
�& &�
����	��
 (�����
� � 

�����	��) ��� ���	��� #��& ����& �����#��	���� ��	��#��� 	�&����� 	��� 
��#���#�����	��, ��� ��������� ���	�� �	������	�� 
 #��� �����#��	����. 
�������� ����, ����#������� �
��������	�� ������������� � '��
������������ 
����� � ��	��� ���	���	���, �#"�	� �������� �� �����	��� ����������	
��� 
����������� �������. 3���� ���	�� ������� ����	�� � ����� �	�� '��& �������� 
���#��	� �	�����
 ����, 	������� 	 ����	���� (������ '������-������	 ����	�� ��� 
��
��� ������	�� ��
). )���� �������� ���� �������	� �� �����������& �������� 
������ �������� � '��
���#����
� ��	���	������, ����"� �������	� ����
� 
�������� '��
���#����
� � ������ '������-������	 '��
������������ ����. 
$����
���� � ��������& ���� ����� 	������ ����� ���� ���& ������
 
�����	��� �� �������� �����. *����
, 	�#�� ��	� � �����"���& ��������& 
'��
������������ ����, �����#�� 
 ���!���� 
����������� ���������	�� � 
��������	
��� ���������� ����
���������� �	����� 2�����. $	� �
��� 
	�&������,  �
  � �
��� #�� ���� ����	�� � �	���, �����������	� ����� �
  �, 


 � � ����� ������ ����	�������	�� (��!���� (�� �	�� ��� ��	��	���� 
�������).  

. ���
� ������ 
������� ������ �	� ����� '���
��, 	������	������� 
�����"���� ��������� '��
������������ ����, ��������������	� 

 ���������� 
�		����	�� �������. *�� '��� �		 ��
�� ����� 	���� 	� 	
������ 
�������� 
��	���� 
��������, ����������� �
 � ���
��� 
�	��������	
�� ��	�������. 
*��#	
������ ������� ������� �		� ����� �&�#��	� � 	���	�� 	 ����	����� 
'
	�������������� ������������. 
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$ �
������� �������, ��� ���#�� ���� ������ �� ��������� 
 �	
�		������� 
����������	
�� ��������, 	����#� �� ���������& ���������	
�& ������� � ����� 
&���!� 	���	���	� 	 ����	����� ������	
��� �
����. 

 
_____________________ 

 
 
 
 
 
 

�"�������� 
 

1. 0������ 	�����	�� � ��������� -���-%���: 
 
  α

µν
α
µν

α
µν ⋅+Γ=∆ K  

  ( )µνσµσννσµ
ασα

µν gggg ∂−∂+∂=Γ
2
1

 

  µαναµν KK −=  

 
2. .�"��
 	������� %��	�������: 

 

  
g

g

2
µσ

µσ
∂

=Γ ,  �#�  µνgg det=  

 
3. $����	���� �� #� �������� 
������� � �������� 
�����	��: 

 
  ανµαµνανµαµναµν KK −=∆−∆=Ω  

  ( )ναµµαναµναµν Ω−Ω−Ω=
2
1

K  

 
4. ��������� 
�������� ��
��� ��� ���������� ������	�: 

 
  βαµ

αβ
µδ dxuu ∆−= ,  β

α
α
µβµδ dxuu ∆=  

 
5. %��������� #���������������: 

 
  σν

σµ
ν

µ
ν

µ uuu ∆+∂=∇ ,  σν
σµ

ν
µ

ν
µ uuu Γ+∂=∇~  

  σ
σ
νµνµνµ uuu ∆−∂=∇ ,  σ

σ
νµνµνµ uuu Γ−∂=∇~  
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6. %�������� #���������� #�� 	�����	�� α
µν

α
µν

α
µν ⋅+Γ=∆ Ai :  

 
0)( == ⋅⋅

α
µν

α
µα AA ,  α

µα
α
µα Γ=∆ ,  α

µν
α

µν Γ=∆ )(  

σµ
σµ

µ
µ

σµ
σµ

µ
µ

µ
µ uuuuu Γ+∂=∆+∂=∇  

)()()(
)(

)()()( µσν
σµ

σνµ
σµ

µν
µ

µσν
σµ

σνµ
σµ

µν
µ

µν
µ TTTTTTT Γ+Γ+∂=∆+∆+∂=∇  

 
7. 1����� 
������� -��� � ������ 
�������: 

 
  ( ) λ

σ
σ

µν
σλ

σµν
λ

µννµ uuRu ∇Ω+=∇∇−∇∇ ⋅⋅  

  τ
βµ

α
τν

τ
βν

α
τµ

α
βµν

α
βνµ

α
βµν ∆∆−∆∆+∆∂−∆∂=⋅R  

  α
νµ

α
µν

α
µν ∆−∆=Ω ⋅  

 
8. -��� ���� ������ 
������� -���: 

 

  
τ
βµ

α
τν

τ
βν

α
τµ

α
βµν

α
βνµ

τ
βµ

α
τν

τ
βν

α
τµ

α
βµν

α
βνµ

α
βµν

⋅⋅⋅⋅⋅⋅

⋅

−+∇−∇+

+ΓΓ−ΓΓ+Γ∂−Γ∂=

KKKKKK

R
~~  

 
9. 1����� 2��� 3�����: 

 

[ ]αβγλεαβγλ g= ,  [ ]αβγλε αβγλ

g

1−=  

  [ ]
�
�

�
�

�

−
+

=
������� �	����������� 	�#�� ��    ,0

 0123 
����	���� ���"��� -   ,1

0123 
����	���� �"��� -   ,1

αβγλ
αβγλ
αβγλ

αβγλ  

 
10. *���	���������  '-�������: 

 

µνστ
λαβγλαβγ

µνστ εεδ −≡⋅⋅⋅⋅  

µνστ
ταβγαβγ

µνσ εεδ −≡⋅⋅⋅  

  β
µ

α
ν

β
ν

α
µµνστ

αβσταβ
µν δδδδεεδ −=−≡⋅⋅ 2

1
 

µνστ
ανστα

µ
α
µ εεδδ

6
1−≡≡⋅  
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