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I. ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ ПРЕМЕННЫХ.

1.1. Определение функции нескольких переменных.

Переменная z называется  функцией двух независимых переменных x и y, если некоторым парам значении x и y по какому – либо правилу или закону ставится в соответствие определенное  значение z.
Множество G пар значений x и y, которые могут принимать переменные x и y, называется областью определения функции, а множество всех значений, принимаемых z в области определения, - областью значений функции z. Переменные x и  называются аргументами функции. 
Пара чисел x и y определяет положение точки M на плоскости xOy с координатами x и y. Поэтому функцию двух переменных можно рассматривать либо как функцию двух переменных 
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можно рассматривать как функцию точки M 
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, либо как скалярную функцию векторного аргумента 
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Каждой тройке (x; y; z) в пространстве Oxyz соответствует точка M(x; y; z). Совершенно аналогично случаю двух переменных можно дать определение функции трех переменных 
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. Областью определения функции трех переменных будет все пространство или его часть.
Аналогично можно дать определение функции четырех и более переменных.

1.2 Предел функции двух переменных. 

Множество точек M(x; y), координаты x и y которых удовлетворяют неравенству 
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Определение. Число A называет пределом функции 
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, если для любого ε>0 существует  такое δ>0, что для всех точек M из области определения этой функции, удовлетворяющих условию 
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Функция 
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 называется бесконечно малой при 
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1.3  Непрерывность функции двух переменных.

Пусть точка 
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 называется непрерывной в точке 
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 причем точка M стремится к M0 произвольным образом, оставаясь  в области определения функции. 
Обозначим 
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, к точке M называется разность значении функции в этой точке 
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II. Частные производные. 

2.1     Частные производные.

        Частной производной функции нескольких переменных по какой-нибудь переменной в рассматриваемой точке называется обычная производная по этой переменной, считая другие переменные фиксированными (постоянными). Например, для функции двух переменных 
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 частные производные определяются так:
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если эти пределы существуют. Величина                  
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        называется частным                          приращением функции z в точке 
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      Символы 
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   как дроби трактовать нельзя (в этом отличие от случая одной переменной).
      Из определения следует геометрический смысл частной производной функции двух переменных: частная производная 
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 - угловой коэффициент касательной к линии пересечения поверхности  
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       Пользуясь понятием скорости изменения переменной, можно сказать, что частная производная 
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 есть скорость изменения функции 
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       Из определения частных производных следует, что правила вычисления их остаются теми же, что для функций одной переменной, и только требуется помнить, по какой переменной ищется производная.

      Пример 1. Если 
[image: image57.wmf]2

2

y

x

z

+

=

, то 
[image: image58.wmf]x

z

x

2

=

¢

, 
[image: image59.wmf]y

z

y

2

=

¢

.

      Пример 2. Если 
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 называется изотермическим коэффициентом упругости идеального газа.
      Аналогично определяются и обозначаются частные производные функции трех и большего числа независимых переменных.

2.2 Полный дифференциал.
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      Если приращение (1) можно представить в виде       
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Где Аи В не зависят от 
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 EMBED Equation.3  [image: image71.wmf]x
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      Из определения дифференцируемости функции следует, что если данная функция дифференцируема в точке 
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      Действительно, если в точке 
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а это и означает, что в точке 
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      Из дифференцируемости функции в данной точке следует существование ее частных производных в этой точке (необходимое условие дифференцируемости).

      В самом деле, пусть функция 
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Это означает, что в точке 
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      Аналогично доказывается, что в точке    
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      Используя формулы  (4) и (5), можно переписать выражение (3) в виде
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      Теорема (достаточное условие дифференцируемости). Если функция 
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      Доказательство. Дадим переменным 
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Каждая из этих разностей представляет частное приращение функции. Преобразует каждую из этих разностей по формуле Лагранжа. Получим:
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      Так как производные 
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а это и означает, что функция 
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2.3 Производные и дифференциал сложной функции.
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Устремим теперь 
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        Формула (7) называется формулой производной сложной функции.

               Пример 1. Пусть 
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           Предположим, в частности, что роль независимой переменной играет, т.е. рассмотрим функцию 
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так как 
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Аналогично 
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         Пример 2. Если 
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         Из формул (9) и (10) видно, что символ частной производной, как уже отмечалось выше, нельзя трактовать как дробь. В самом деле, если бы можно было сократить на 
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2.3 Неявные функции и их дифференцирование.

         Если уравнение, с помощью которого задается функция одной переменной x, не разрешено относительно y, то эта функция называется неявной. Разрешая это уравнение относительно y, мы получаем ту же функцию, но уже заданную в явной форме. Однако часто бывает, что разрешить такое уравнение относительно y невозможно (например, 
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[image: image199.wmf](

)

0

,

=

y

x

F

.                                                                                        (11)

В связи с этим встает вопрос о том, как найти производную неявной функции, не разрешая уравнения (11) относительно у.

         Если в уравнении (11), определяющем неявную функцию 
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          Отсюда при 
[image: image203.wmf](

)

0

,

¹

¢

y

x

F

y

 вытекает формула для производной неявной функции
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           Пример 1. Пусть y как функция от x задана соотношением 
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               Пусть уравнение 
[image: image211.wmf](

)

0

,

,

=

z

y

x

F

                                                                 (13)

Определяет z как неявную функцию 
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Пользуясь формулой (12), из равенства (13) имеем:
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            Пример 2. Найти частные производные неявной функции z, заданной уравнением 
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            Согласно формулам (14)
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III. Частные производные и дифференциалы высших порядков.

3.1 Частные производные высших порядков.

          Частные производные функции нескольких переменных сами являются функциями этих переменных и могут иметь частные производные. Для исходной функции эти последние производные будут частными производными второго порядка. Так, для функции 
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 двух независимых переменных можно определить (предполагается, что все производные существуют) четыре частные производные второго порядка, которые обозначаются символами
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 Частные производные 
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, отличающиеся порядком дифференцирования, называются смешанными частными производными второго порядка.

            Аналогично определяются частные производные третьего, четвертого и старших порядков.

           Пример. Найти частные производные второго порядка функции 
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Имеем:
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 EMBED Equation.3  [image: image235.wmf]y

x

e

2

2

-

-

, 
[image: image236.wmf]=

²

2

y

z
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Здесь 
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. Оказывается, имеет место следующая теорема.

           Теорема. Смешанные производные второго порядка равны, если они непрерывны: 
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            Следствие. Смешанные производные высших порядков равны, если они непрерывны и получены в результате дифференцирования по одним и тем же переменным одинаковое число раз, но может быть в разной последовательность.

            Покажем это на примере:
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Здесь мы дважды пользовались только что отмеченной теоремой: первый раз применительно к функции  
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 (мы изменили порядок ее дифференцирования), второй раз использовали равенство 
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. В общем случае схема рассуждений аналогична.

3.2 Признак полного дифференцирования.

               Выясним, при каких условиях выражение 
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где 
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 непрерывны и вместе со своими частными производными первого порядка, является полным дифференциалом некоторой функции 
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             Теорема. Выражение (1) есть полный дифференциал тогда и только тогда, когда выполнено равенство

                                          
[image: image251.wmf]x

Q

y

P

¶

¶

=

¶

¶

.

3.3. Дифференциалы высших порядков.

             Заметим прежде всего, что для функции нескольких переменных справедливы те же общие правила дифференцирования, что и для функции одной переменной:
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             Пусть имеется функция 
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 независимых переменных xи y, обладающая непрерывными частными производными второго порядка. Рассмотрим ее полный дифференциал
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(dx и dy – произвольные приращения), который назовем полным дифференциалом первого порядка (или, кратко, первым дифференциалом).

             Так как 
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 по предложению имеют непрерывные частные производные первого порядка, то от функции 
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, в свою очередь, можно взять полный дифференциал 
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. Так получим полный дифференциал второго порядка (или, кратко, второй дифференциал), который обозначается 
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              Аналогично, потребовав существование непрерывных частных производных третьего, четвертого, п-го порядков, можно получить полные дифференциалы соответственно третьего, четвертого, п-ого порядков.

               Найдем выражения для второго дифференциала через частные производные. Пользуясь правилами I, III (dx и dy не зависят от x и y, т.е. рассматриваются как постоянные) и приведенной в п. 3.1 теоремой, можно записать:

            
[image: image267.wmf](

)

(

)

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

dy

y

z

dxdy

y

x

z

dx

x

z

dy

y

z

dydx

x

y

z

dxdy

y

x

z

dx

x

z

dy

y

z

d

dx

x

z

d

dy

y

z

dx

x

z

d

z

d

¶

¶

+

¶

¶

¶

+

¶

¶

=

=

¶

¶

+

¶

¶

¶

+

¶

¶

¶

+

¶

¶

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

¶

¶

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

+

¶

¶

=

                                                                                                                                           (2)

(здесь 
[image: image268.wmf](

)

2

2

dx

dx

=

, 
[image: image269.wmf](

)

2

2

dy

dy

=

).

Формула (2) обобщается на случай дифференциала п-го порядка.

PAGE  
3

_1202412653.unknown

_1202419220.unknown

_1202422329.unknown

_1202424919.unknown

_1202427085.unknown

_1202428433.unknown

_1202429789.unknown

_1202430503.unknown

_1202430995.unknown

_1202431179.unknown

_1202432100.unknown

_1202443552.unknown

_1202443706.unknown

_1202432148.unknown

_1202431447.unknown

_1202431067.unknown

_1202431107.unknown

_1202431025.unknown

_1202430633.unknown

_1202430813.unknown

_1202430542.unknown

_1202430311.unknown

_1202430404.unknown

_1202430470.unknown

_1202430382.unknown

_1202430046.unknown

_1202430260.unknown

_1202429935.unknown

_1202429369.unknown

_1202429674.unknown

_1202429762.unknown

_1202429526.unknown

_1202428594.unknown

_1202429326.unknown

_1202428559.unknown

_1202428107.unknown

_1202428335.unknown

_1202428375.unknown

_1202428412.unknown

_1202428351.unknown

_1202428289.unknown

_1202428299.unknown

_1202428243.unknown

_1202428255.unknown

_1202428159.unknown

_1202428209.unknown

_1202427838.unknown

_1202427977.unknown

_1202427995.unknown

_1202427901.unknown

_1202427226.unknown

_1202427769.unknown

_1202427169.unknown

_1202426257.unknown

_1202426552.unknown

_1202426704.unknown

_1202426919.unknown

_1202426600.unknown

_1202426422.unknown

_1202426467.unknown

_1202426336.unknown

_1202426391.unknown

_1202426292.unknown

_1202425462.unknown

_1202425971.unknown

_1202426232.unknown

_1202425589.unknown

_1202425908.unknown

_1202425030.unknown

_1202425334.unknown

_1202424978.unknown

_1202423898.unknown

_1202424214.unknown

_1202424568.unknown

_1202424727.unknown

_1202424868.unknown

_1202424627.unknown

_1202424472.unknown

_1202424530.unknown

_1202424359.unknown

_1202424091.unknown

_1202424165.unknown

_1202424198.unknown

_1202424145.unknown

_1202423987.unknown

_1202424042.unknown

_1202423920.unknown

_1202423006.unknown

_1202423415.unknown

_1202423563.unknown

_1202423709.unknown

_1202423854.unknown

_1202423659.unknown

_1202423253.unknown

_1202423317.unknown

_1202423395.unknown

_1202423190.unknown

_1202422586.unknown

_1202422872.unknown

_1202422938.unknown

_1202422636.unknown

_1202422556.unknown

_1202422575.unknown

_1202422374.unknown

_1202422416.unknown

_1202422355.unknown

_1202420707.unknown

_1202421408.unknown

_1202421892.unknown

_1202422013.unknown

_1202422288.unknown

_1202421947.unknown

_1202421553.unknown

_1202421745.unknown

_1202421846.unknown

_1202421875.unknown

_1202421589.unknown

_1202421460.unknown

_1202421035.unknown

_1202421104.unknown

_1202421163.unknown

_1202421065.unknown

_1202420901.unknown

_1202420970.unknown

_1202420788.unknown

_1202419249.unknown

_1202419598.unknown

_1202420057.unknown

_1202420563.unknown

_1202420667.unknown

_1202420522.unknown

_1202419787.unknown

_1202419369.unknown

_1202419470.unknown

_1202419290.unknown

_1202416025.unknown

_1202418438.unknown

_1202419187.unknown

_1202418747.unknown

_1202418812.unknown

_1202418930.unknown

_1202418791.unknown

_1202418643.unknown

_1202418673.unknown

_1202418543.unknown

_1202417572.unknown

_1202417995.unknown

_1202418249.unknown

_1202418287.unknown

_1202418188.unknown

_1202417891.unknown

_1202417967.unknown

_1202417841.unknown

_1202416888.unknown

_1202417237.unknown

_1202417336.unknown

_1202417068.unknown

_1202417124.unknown

_1202416931.unknown

_1202417035.unknown

_1202416558.unknown

_1202416832.unknown

_1202416864.unknown

_1202416314.unknown

_1202414595.unknown

_1202415568.unknown

_1202415835.unknown

_1202415919.unknown

_1202415981.unknown

_1202415878.unknown

_1202415733.unknown

_1202415791.unknown

_1202415597.unknown

_1202415039.unknown

_1202415071.unknown

_1202415506.unknown

_1202414877.unknown

_1202414982.unknown

_1202414212.unknown

_1202414480.unknown

_1202414500.unknown

_1202414549.unknown

_1202414285.unknown

_1202414415.unknown

_1202414444.unknown

_1202413925.unknown

_1202414045.unknown

_1202414143.unknown

_1202413599.unknown

_1202397590.unknown

_1202398436.unknown

_1202398693.unknown

_1202398967.unknown

_1202412596.unknown

_1202398915.unknown

_1202398486.unknown

_1202398651.unknown

_1202397872.unknown

_1202398181.unknown

_1202398366.unknown

_1202397787.unknown

_1202397839.unknown

_1202397657.unknown

_1202296053.unknown

_1202397129.unknown

_1202397409.unknown

_1202397537.unknown

_1202396918.unknown

_1202396949.unknown

_1202397026.unknown

_1202296379.unknown

_1202295691.unknown

_1202296001.unknown

_1202295617.unknown

